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Рассматриваются вариационные постановки задач оптимального управления для функций потребле-
ния классических макроэкономических моделей Харрода–Домара с переменным коэффициентом капита-
лоемкости прироста дохода, зависящем от времени и Солоу в случае, когда коэффициенты дифференци-
ального уравнения для фондовооруженности являются переменными функциями. Полученные результаты 
для решений задач Коши, состоящих из дифференциальных уравнений моделей макроэкономической ди-
намики Харрода–Домара и Солоу и начальных условий, в случае переменных коэффициентов уравнений 
гораздо важнее тех же решений для постоянных коэффициентов в силу более широкой практической при-
менимости. Однако, эти решения намного сложнее. В настоящем обзоре мы убеждаемся, что для очень 
важной задачи минимизации интегральной дисконтированной полезности потребления это увеличение 
сложности полученных ранее решений не является непреодолимой помехой для реализации указанных 
постановок. Несмотря на то, что решения задач намного сложнее, однако, они достаточно успешно реали-
зованы. В настоящем обзоре показано, что трудности, возникающие в результате усиленных постановок 
успешно преодолеваются.
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функция полезности.
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The variational formulation of the optimal control problems for consumer features classical macroeconomic 
models Harrod-Domar with variable coeffi cients of capital gains income, independent of time and Solow when 
the coeffi cients of the differential equation for the capital-are variable functions. The results obtained for the 
solutions of the Cauchy problem, consisting of differential equations model of macroeconomic dynamics Harrod-
Domar and Solow and initial conditions, in the case of variable coeffi cients equations is much more important than 
the same solutions for constant coeffi cients due to the wider practical application. However, these solutions are 
much more complicated. In this review, we see that for a very important task to minimize the integral discounted 
utility of consumption is to increase the complexity of earlier decisions is not an insurmountable obstacle to the 
implementation of these productions. Despite the fact that much more diffi cult to solve problems, however, they 
successfully implemented. This review shows that the diffi culties arising from the amplifi ed productions successfully 
overcome.
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Введение
Уравнение модели Харрода-Домара с 

экзогенной динамикой потребления произ-
вольного характера – это дифференциаль-
ное уравнение первого порядка, в котором 
независимой переменной является время, а 
доход рассматривается, как сумма потре-
бления и инвестиций [13, 15]. Основная 
предпосылка [2, с. 205] состоит в пропорци-
ональности инвестиций и производной по 
времени от дохода с множителем, называе-
мым коэффициентом капиталоемкости при-
роста дохода. До некоторых пор считалось, 
что этот коэффициент постоянен [2, 14], по-
тому что решение дифференциального 
уравнения для этого случая известно [15, 9]. 

Однако, благодаря результатам работ [10, 
11, 12] появилась возможность предполо-
жить, что коэффициент капиталоемкости 
прироста дохода есть переменная функция 
достаточно произвольного характера. Кро-
ме этого, поставлена и решена задача опти-
мального управления, как задача максими-
зации интегральной дисконтированной по-
лезности потребления [5], которая до ре-
зультатов работ [10, 11, 12] могла быть ре-
шена лишь в случае постоянного коэффици-
ента приростной капиталоемкости [1].

Модель макроэкономической динамики 
Солоу весьма популярна и уже стала клас-
сической в математической экономике [15, 3, 
4, 16]. Уравнение модели макроэкономиче-
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ской динамики Солоу с переменными коэф-
фициентами хорошо известно [3] – это диф-
ференциальное уравнение первого порядка, 
и в котором независимой переменной явля-
ется время, а искомой функцией является 
фондовооруженность. Модель Солоу слож-
нее предыдущей модели Харрода-Домара, т. 
к. сложнее именно это дифференциальное 
уравнение. Задача Коши для него лишь сво-
дится к интегральному уравнению [7, 8]. 
Однако, несмотря на это усложнение по 
сравнению с предыдущей моделью, задача 
оптимального управления и в этой модели 
ставится, как максимизация интегральной 
дисконтированной полезности среднедуше-
вого потребления [6], которая в этой же ра-
боте успешно решена.

Особенности вариационного метода 
решения задачи оптимизации 

потребления модели экономической 
динамики Харрода-Домара

Уравнение модели Харрода-Домара с 
экзогенной динамикой потребления произ-
вольного характера [13, 15] имеет вид

)()()( tYBtCtY           (1.1).
Здесь t  – время, )(tY  – доход, который 

рассматривается, как сумма потребления 
)(tC  и инвестиций )(tI . Основная предпо-

сылка [2, с. 205]:

)()( tYBtI  , 
где B  – коэффициент  капиталоемкости 
прироста дохода. 

До некоторых пор считалось, что [14]

0 constB .             (1.2)
Для случая (1.2) решение дифференци-

ального уравнения (1.1) известно [9] и дает-
ся формулой 
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Здесь предполагаются выполненными 
начальные условия

0)( 00 YtY , 0)( 11 YtY .  (1.4)
В работах [10, 11, 12] делается наиболее 

общее предположение 
)(tBB  .                (1.5)

При условиях (1.4) и (1.5) решение диф-
ференциального уравнения (1.1) будет да-
ваться формулой  (1.6) [10, 11, 12]:
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Очевидно, (1.6) является обобщением (1.3).
Искомая задача оптимизации потребле-

ния ставится, как максимизация интеграль-
ной дисконтированной полезности потре-
бления [5]:

      tttCu
t

t

dexp
1

0

 ,      (1.7)

где u – функция полезности, а δ – коэффици-
ент дисконтирования будущей полезности [1]. 
Вариационный метод решения задачи
Выражая потребление из уравнения 

(1.1) подставляем его в (1.7):

 dttYtBYuYJ
t

t

)exp())(()(
1

0  
. (1.8)

Рассматривается разность J(Y + h) – J(Y), 
где h = h(t) – малое возмущение и устанавли-
вается не положительность этой разности.

На основании (1.8) записываем (1.9):
  )()( YJhYJ
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Используя формулу Тейлора с остаточ-
ным членом в форме Пеано, имеем

 ])())[(())(())()(( htBhtCutCuhtBhtCu )(])())[((
2
1 2 tRhtBhtCu  , (1.10)

где R(t) = o[h – B(t)h' ]2, при 0)(  htBh . (1.11)
Подставляя (1.10) и (1.11) в (1.9), получим (1.12):
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Пользуясь интегрированием по частям, 
мы можем записать
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Первое слагаемое правой части послед-
него равенства обращается в нуль, поскольку

0)()( 10  thth .         (1.13)
С учетом (1.13) предпоследнее равен-

ство упрощается и будет иметь вид
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Подставляя последнее в (1.12) будем иметь
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Используя основную лемму вариацион-
ного исчисления, будем иметь (1.15):

0])())(([))(( tt etBtCu
dt
detCu

 
. 

С учетом (1.15) представление (1.14) 
упрощается и будет иметь вид
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Заметим, что если в (1.16) h заменить на 
βh, где b = const, то, т. к. в этом случае h′ за-
меняется на βh′, можно записать

 YJhYJ  )()(
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где )(R~ t  – остаточный член из формул, ана-
логичных формулам (1.10), (1.11):

 ))()(( htBhtCu 
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}])([o{)(~ 22 htBhtR  
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при 0])([  htBh .      (1.19)
Из формул (1.18) и (1.19) следует, что 

при фиксированном h и b → 0 второе слага-
емое правой части (1.17) есть бесконечно 
малая величина более высокого порядка, 
чем первое, если только первое слагаемое 
не равно нулю тождественно. Т. о., знак 
(1.17) полностью определяется отличным 
от тождественного нуля первым слагаемым 
правой части.

Будем считать, что полезность потре-
бления оценивается монотонной функцией 
u(С), которая описывает относительное от-
вращение к риску по Эрроу-Пратту [1]. В 
силу этого u''(C(t))  0, а значит первое сла-
гаемое правой части равенства (1.16) непо-
ложительно. Следовательно, в силу (1.16) 
имеем

0)()(  YJhYJ ,
а значит (1.6) при (1.15) реализует макси-
мум функционала (1.7), или, что то же са-
мое (1.8) при условиях (1.13).

Особенности вариационного метода 
решения задачи оптимизации 

потребления модели 
экономической динамики Солоу
Модель макроэкономической динамики 

Солоу весьма популярна и уже стала класси-
ческой в математической экономике [3, 4, 16]. 
Уравнение модели макроэкономической ди-
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намики Солоу с переменными коэффициен-
тами [3] имеет вид

)()1( kfak
dt
dk

 
,

 0)( 00  ktk .             (2.1)
Здесь t  – время, которое считается не-

прерывным и измеряется в годах, а 0t  – его 
начальный момент; )(tkk   – фондовоору-
женность;   , где )1,0(  – доля 
выбывших за год основных производствен-
ных фондов, а )1,1(  – годовой темп 
прироста числа занятых; )1,0(a  – коэффи-
циент прямых затрат (доля промежуточного 
продукта в валовом общественном продук-
те); )1,0(  – норма накопления ( доля ва-
ловых инвестиций в валовом внутреннем 
продукте; )(kfx   – народнохозяйственная 
производительность труда [3, с. 39-41]. По-
скольку, для среднедушевого потребления 
имеется выражение [3, с. 41] 

c = c(t) = (1 – ρ)(1 – a)x = 
= (1 – ρ)(1 – a) f(k) (2.2)

то из (2.2) получаем 

1,
1

)()1( 


 


ckfa .      (2.3)

Подставляя (2.3) в (2.1), будем иметь

1
k

dt
dk .          (2.4)

Выражая из (2.4) среднедушевое потре-
бление, получим 

k
dt
dktc 1)(

 
, 0 .  (2.5)

Задача оптимального управления ста-
вится, как максимизация интегральной дис-
контированной полезности среднедушевого 
потребления:

     tttcu
t

t

dexp
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0

 ,       (2.6)

где u – функция полезности, а δ – коэффи-
циент дисконтирования будущей полезно-
сти [3, с. 51, 3].
Вариационный метод решения задачи
Обозначив (2.6) за )(kJ , получаем 

функционал, как объект максимизации

     tttcukJ
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Пользуясь, теперь, выражением (2.5) из 
(2.7) получим:
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Нам достаточно рассмотреть разность 
J(k + h) – J(k), где h = h(t) – малое возмуще-
ние и показать неположительность этой 
разности. 

На основании (2.8), пользуясь линейно-
стью интеграла, можно записать
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Используя формулу Тейлора с остаточ-
ным членом в форме Пеано, имеем
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Подставляя (2.10) и (2.11) в (2.9), получим
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Пользуясь интегрированием по частям, 
мы можем записать
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Первое слагаемое правой части послед-
него равенства обращается в нуль, поскольку

 0)()( 10  thth .          (2.13)
С учетом (2.13) предпоследнее равен-

ство упрощается и будет иметь вид
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Подставляя (2.12´´) в (2.12) будем иметь
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Используя основную лемму вариацион-
ного исчисления, будем иметь
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С учетом (2.15) представление (2.14) 
упрощается и будет иметь вид
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Заметим, что если в (2.16) h заменить на 
βh, где b = const, то, т. к. в этом случае h′ за-
меняется на βh′, можно записать
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где )(~ tR – остаточный член из формул, ана-
логичных формулам (2.10), (2.11):

])[1)(( hhtcu

hhtcutcu 1))(())((

),(~1))((
2

22

tRhhtcu  (2.18)

 
2

2 1o{)(~ hhtR
 
  (2.19)

при

  01











 hh 

 .

Из формул (2.18) и (2.19) следует, что 
при фиксированном h и b ® 0 второе слага-
емое правой части (2.17) есть бесконечно 
малая величина более высокого порядка, 
чем первое, если только первое слагаемое 
не равно нулю тождественно. Т. о., знак 
(2.17) полностью определяется отличным 
от тождественного нуля первым слагаемым 
правой части.

Будем считать, что полезность потре-
бления оценивается монотонной функцией 
u(c), которая описывает относительное от-
вращение к риску по Эрроу-Пратту [1]. В 
силу этого u²(c(t)) £ 0, а значит первое слага-
емое правой части равенства (2.16) не по-
ложительно. Следовательно, в силу (2.16) 
имеем

0)()(  kJhkJ ,      (2.20)
а, значит, в силу (2.20), решение задачи (2.1) 
[7, 8] с уравнением в форме (2.4) при (2.15) 
реализует максимум функционала (2.6), 
или, что то же самое (2.7), при условиях 
(2.13) [6]. 

Выводы
В настоящем обзоре приводится и об-

суждается вариационный метод решения 
задач оптимального управления для класси-
ческих макромоделей экономической дина-
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мики. В качестве примеров макромоделей 
выбраны наиболее популярные: Харрода–
Домара и Солоу. В качестве задачи опти-
мального управления выбрана задача мак-
симизации интегральной дисконтирован-
ной модели потребления. Несмотря на то 
что модели разные, а именно: в случае мо-
дели Харрода–Домара уравнение связи до-
пускает хотя и сложное, но точное решение, 
а в случае модели Солоу задача Коши для 
уравнения связи лишь эквивалентна инте-
гральному уравнению, предложенный вари-
ационный метод решения достаточно эф-
фективен. В настоящем обзоре рассматри-
вается самый общий случай уравнения свя-
зи, когда коэффициенты этого уравнения 
переменные функции достаточно произ-
вольного характера. Эти случаи рассматри-
ваемых макроэкономических моделей с пе-
ременными коэффициентами в уравнениях 
связи с практической точки зрения гораздо 
важнее аналогичных решений для задач с 
постоянными коэффициентами в силу бо-
лее широкой практической применимости. 
Однако, эти решения намного сложнее. В 
настоящем обзоре мы убеждаемся, что для 
очень важной задачи минимизации инте-
гральной дисконтированной полезности по-
требления это усиление сложности реше-
ний не является непреодолимой помехой 
для реализации рассматриваемого вариаци-
онного метода. Решение задачи будет на-
много сложнее, однако, оно достаточно 
успешно реализуется. Трудности, возника-
ющие в результате усиленной постановки, 
успешно преодолеваются.
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